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RESUMEN EJECUTIVO

En el marco de las percepciones de las extensas observaciones in situ del viento solar, donde se
observa una extensa cantidad de fluctuaciones en los campos magnético y de velocidad en el plano
transversal del campo magnético guia, una mejor comprension de la aparicion de tales
fluctuaciones intermitentes requiere el analisis sistematico, e.g., del tensor gradiente de velocidad
y campo magnético. Este tensor proporciona informacion detallada sobre las caracteristicas
geomeétricas espaciales de las fluctuaciones observadas, y su evolucion con la escala, mediante sus
tres invariantes P, Q y R. Invariantes que describen el exceso local de turbulencia sobre la
velocidad de deformacion y la auto amplificacion sobre la produccién de energia en un flujo
incomprensible. La funcion de densidad de probabilidad conjunta entre Q y R tiene formas
autosimilares de “lagrima” en flujos turbulentos completamente desarrollados. La implementacion
de los cddigos numéricos es probada en simulaciones bidimensional y tridimensional de plasmas
espaciales, y llevadas a cabo con diferentes esquemas numéricos. Los resultados obtenidos son de
gran importancia para el estudio de estos sistemas altamente complejos.

Descriptores: Plasma Solar, Turbulencia, Invariantes Geométricos.
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EXECUTIVE SUMMARY

Within the framework of perceptions from extensive in situ observations of the solar wind, where
an extensive amount of fluctuations in magnetic fields and velocity are observed in the transverse
plane of the magnetic field, guides a better understanding of the appearance of such intermittent
fluctuations which requires systematic analysis of the velocity gradient tensor and magnetic field.
This tensor provides detailed information on the spatial geometric characteristics of the observed
fluctuations and their evolution with the scale, through its three invariants P, Q and R; invariants
describing the local excess of turbulence over strain rate and self-amplification over energy
production in incompressible flow. The joint probability density function between Q and R has
self-similar “teardrop” shapes in fully developed turbulent flows. The implementation of the
numerical codes was tested in two-dimensional and three-dimensional simulations of space
plasmas, and they were carried out with different numerical schemes. The results obtained are of

great importance for the study of these highly complex systems.

Keywords: Solar Plasma, Turbulence, Geometric Invariant
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CAPITULO |

El Problema de la Investigacion

1.1. Introduccion

El plasma es el estado de la materia que se alcanza al ionizar totalmente un gas. Esta ionizacion
genera campos eléctricos y magnéticos internos debido al movimiento de los iones. EI medio
interplanetario tiene un flujo de plasma originado en el Sol. Este plasma espacial incluye un
campo magnético guia, que se expande radialmente desde su fuente e interacciona con aquellos
producidos localmente, asi como con aquellos generados por los planetas del Sistema Solar.

Entonces, el sistema dinamico de este medio es altamente no lineal y complejo [3].

La energia inyectada en el Sistema Solar desde el Sol se disipa en el viento solar mediante un
sin nimero de mecanismos, desde las grandes escalas (magnetohidrodinamicas), a través delas
escalas cinéticas (al final del rango inercial) y hasta las escalas de disipacion. En las cercanias
de la tierra, el viento solar es constantemente monitoreado y se ha caracterizado por ser un
plasma cuasi no colisional, altamente variable, estructurado y totalmente turbulento [4, 5]. La
aproximacion magnetohidrodinamica (MHD) describe la fenomenologia del plasma a grandes

escalas.

En este acercamiento, el comportamiento tipo Kolmogorov ha sido altamente sustentado por

observaciones de las fluctuaciones del campo magnético y de velocidades, que presentan un

espectro que sigue una ley de potencia [6], asi como intermitencia [5]. A las escalas MHD se
ha visto que el viento solar muestra estadisticas no Gaussianas, dependientes de la escala de
medicion [7], con fluctuaciones no Gaussianas también observadas en las grandes escalas [8],

tal como sucede en los fluidos anisotropicos en los que se propagan ondas [9].

Los estudios de plasmas espaciales iniciaron con la caracterizacion de sus propiedades
espectrales, el alejamiento de sus magnitudes medibles desde las estadisticas Gaussianas, la

investigacion de la intermitencia, caracteristicas de escala y anisotropia, tanto desde el punto de



vista tedrico como desde las observaciones in situ [10, 3]. Desde el punto de vista de las

observaciones in situ, los estudios se basan principalmente en la investigacion de las
fluctuaciones de los parametros del plasmaespacial y lascomponentes del campo magnético, con
una consideracion Euleriana. Sin embargo, para una mejor comprension de la aparicién de tales
fluctuaciones se requiere del analisis sistematico del tensor gradiente de velocidad Aij = Oiuj,
asi como del tensor gradiente de campo magnético Zij = dibj, parametros que podrian ayudarnos
a proveer de informacion detallada de las caracteristicas geométricas espaciales de las

fluctuaciones observadas y su evolucion con las escalas.

En el marco del estudio de la dinamica de fluidos, hay un considerable interés en entender el
papel de las fluctuaciones del tensor instantaneo de gradiente de velocidad Aij, que contribuye
significativamente a la disipacion de la energia cinética [11]. Mas aun, el conocimiento de este
tensor podria proveer informacion sobre la estructura de las pequefias escalas y su dinamica, asi
como la ocurrencia de autoestirable (self-stretching), que se ha sugerido que sea el responsable
de la generacion de fluctuaciones de pequefia y grande escala [11, 12, 13] y podria estar asociada

con la transferencia de energia entre los vortices pequefios y grandes en un plasma turbulento.

En estos ultimos afios [14], intentaron evaluar el tensor de gradiente de velocidad y sus
invariantes geométricas representados por P, Q y R; los cuales indican el exceso local de
turbulencia sobre la velocidad de deformacién y el exceso de produccion de velocidad de
deformacion local utilizando los datos de los satélites Cluster de la Agencia Espacial Europea
(ESA). Los invariantes permiten una caracterizacion detallada de la dindmica, geometria y
topologia del flujo, del plasma solar, insinuando (cuando se conservan) que todos los puntos del
flujo se caracterizan por una disipacion irrotacional. Los invariantes describen el
comportamiento del fluido en forma de lagrima cuando no ha entrado a una region turbulenta.
El presente trabajo de investigacion se concentrara en realizar comparaciones entre las
estadisticas conjuntas P (R, Q) de los invariantes geométricos de gradiente de velocidad y de
campo magnético en simulaciones bi y tridimensionales de plasmas espaciales, con

caracteristicas turbulentas.

Este documento estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presenta la
introduccion, justificacion y objetivos, en el Capitulo 2 se realiza un exhaustivo analisis

matematico para la deduccion de las formas de los invariantes en sistemas de plasmas
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turbulentos. La metodologia de este trabajo de investigacion se detalla en el Capitulo 3, la cual

se basa en algoritmos que calculan los invariantes mencionados a través de simulaciones
numéricas de plasmas. Los cddigos bidimensionales son probados en simulaciones no lineales,
mientras que los codigos tridimensionales, implementados enteramente en este trabajo, fueron
aplicados en una simulacion de plasma en estado cuasi turbulento. Estos resultados y discusion
son presentados en el Capitulo 4. El Capitulo 5 contiene las conclusiones y recomendaciones a

las que se llegd con el desarrollo del presente trabajo.

1.2. Justificacion

A finales del siglo pasado el estudio de la turbulencia en el espacio interplanetario adquiri6é una
gran importancia dentro de la comunidad cientifica. Los mas de 40 afios de investigacion han
permitido alcanzar un amplio conocimiento de estos procesos. El plasma espacial, emana
continuamente desde el Sol en todas las direcciones hacia el medio interplanetario, se encuentra
en un estado completamente turbulento desde su origen yen su camino a través de €l se describe
utilizando la magnetohidrodinamica hacia las escalas cinéticas a través de varios mecanismos
conocidos como variaciones energéticas, y otros que actualmente, se encuentran en discusion.
Por afios 90 del siglo pasado, evaluaron el tensor de gradiente de velocidad y sus invariantes
geomeétricas utilizando los datos de los satélites ClUster de la Agencia Espacial Europea (ESA),
los cuales permiten tener una vision amplia del comportamiento de los fluidos turbulentos, asi
como las fuerzas aplicadas sobre ellos que generan rotaciones, estiramientos y deformaciones
angulares sobre los mismos. A principios del siglo 21, este estudio fue ampliado por las
estadisticas de los invariantes geométricos del tensor de gradiente del campo magnético
granulado, utilizando mediciones de campo magnético de la misma misién espacial, cuando se
encontraba en la regién del viento solar. Es claro que, en el pasado, el estudiodel plasma
turbulento se dirigia principalmente a la caracterizacion de sus propiedades espectrales, es decir,
el alejamiento desde las estadisticas Gaussianas en las pequefias escalas y la investigacion de la
intermitencia, caracteristicas de escala y anisotropia, tanto desde el puntode vista tedrico como
desde las observaciones in situ. El interés actual en el tema es de alta relevancia, por sus
consecuencias, especialmente en la Fisica Espacial. La relevancia de la temética en nuestro pais
no tiene la fuerza que en otros paises considerando que el estudio y la investigacion en clima

espacial y su afectacion local necesita un impulso para su desarrollo.



1.3. Objetivo general

Desarrollar las estadisticas conjuntas de los invariantes geomeétricas de los gradientes de

velocidad y de campo magnético en simulaciones numericas de plasmas turbulentos.

1.4. Objetivos especificos
= Recopilar informacion del comportamiento de plasmas turbulentos.

= Construir una simulacion numeérica tridimensional de plasmas turbulentos para el analisis

de los invariantes geométricas y el calculo de sus estadisticas conjuntas.

= Analizar los resultados estadisticos obtenidos de las invariantes geométricas y

compararlos con aquellos encontrados en observaciones in-situ del viento solar.

= Validar el modelo desarrollado para el estudio de las invariantes geométricas de los
tensores de gradiente de campo magnético y gradiente de velocidad de plasmas espaciales

turbulentos.



Capitulo 11
Antecedentes Investigativos

Experimentalmente, las escalas mas pequefias presentes en flujos turbulentos se aproximan
bastante bien a estadisticas homogéneas e isotrépicas [15, 16]. Actualmente, hay mucha
evidencia que sugiere que el estudio de estas escalas finas depende de los invariantes del tensor
gradiente de velocidad, que estd compuesto por dos tensores conocidos como el tensor de
deformacion y el tensor de vorticidad. Los primeros estudios que se realizaron sobre la
evolucion del tensor gradiente de velocidad se remontan a finales del siglo anterior, como en los
trabajos de [17], un modelo de interaccion local entre la vorticidad y deformacion cortante en un
fluido incompresible. Este modelo se obtuvo a partir de la ecuacién de Euler, para estudiar una
posible singularidad en un tiempo finito de un elemento de fluido., [12], en su trabajo sobre el
movimiento interno de un elemento de fluido, como la vorticidad, y reflexion estableciendo
balances del momento angular y energia, y [11], quienes sugirieron un analisis de la evolucion

de las topologias de campo magnético desde un punto de vista lagrangiano.

La evolucidn del tensor gradiente de velocidad, para un elemento de fluido, se puede describir
a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes [18], que esta compuesta por tres invariantes que
describen la turbulencia de un fluido [19]. Estos invariantes, representados por P, Q y R se
definen como los coeficientes en la ecuacion caracteristica para el tensor gradiente de velocidad
[20, 21]. La primera invariante, P, estd compuesto por la suma de los elementos de la diagonal
principal del tensor gradiente de velocidad en su forma matricial A yes igual a su traza negativa,
P = Ai;. Enun flujo incompresible este invariante se anula, y el analisis de todo el sistema estara
descrito mediante los invariantes Q y R [22, 23]. Por su parte, el invariante Q puede considerarse
como el “exceso local” de turbulencia sobre la velocidad de deformacion. El invariante R es
considerado como el exceso local de produccion de velocidad de deformacidon (auto
amplificacion) sobre la produccién de energia (estiramiento de la vorticidad debido a la
interaccion entre la velocidad de deformacion y la rotacion). En sistemas totalmente turbulentos

—isotropica y homogénea—, la funcion de densidad de probabilidad conjunta entre Q y R tiene

formas autosimilares de “lagrima” [24, 25, 26, 27, 28]. Esta forma ha sido estandarizada como

5



una caracteristica universal de los movimientos turbulentos de escala pequefia [29, 30].

Complementariamente, [11] asumid que las derivadas cruzadas del campo de presion y la
difusion viscosa eran insignificantes en la ecuacion de evolucion del tensor gradiente de
velocidad y, por lo tanto, pudo modelar parte de la fenomenologia de la turbulencia a escala
finita. Mé&s adn, [13] concluyeron que si bien este analisis de Euler restringido puede explicar

ciertas caracteristicas de la funcion de densidad de probabilidad conjunta en forma de “lagrima”.

La mayor parte de los estudios que examinan la distribucion estadistica de los invariantes Q
y Rlo han hecho en flujos turbulentos completamente desarrollados, en los que el espectro de
energia cinética turbulenta es similar al espectro modelo propuesto por [31]. Sin embargo, mas
recientemente, [32] examind la funcién de densidad de probabilidad entre el invarianteQy el
invariante R en tres ubicaciones diferentes en el sentido de la densidad de corriente, arribade la
ubicacion de la intensidad de maxima turbulencia, en el centro de la turbulencia maxima yhacia
abajo de la ubicacion. En estos casos, se observa que la forma de “lagrima” de la funcion de densidad
de probabilidad se desarrolla gradualmente con la distancia recorrida (hacia abajo). Por su parte, [33]
demostraron que, en el campo cercano del flujo, las estadisticas de dos puntos revelaron una
cascada inversa de energia cinética turbulenta a lo largo de un eje atractivo inclinado en un
angulo pequefio, en relacion con el sentido de la densidad de corriente. [28] demostraron que en
la segunda region dentro del espacio Q-R se podria explicar la disminucionde la energia debida

al proceso de compresion de la vorticidad [24, 33].

Recientemente, [14] hizo un analisis de las propiedades cinéticas de las caracteristicas del plasma
y la interpretacion de la topologia P (Q R) para el tensor gradiente de velocidad. Este
procedimiento fue utilizado también por [34], para el gradiente de campo magnético poniendo
de manifiesto que las escalas cinéticas podrian ser responsables del alto grado de complejidad

espacial del campo magnético y la velocidad a escalas pequefias.

2.1. Caracteristicas Fisicas del Viento solar

En este Capitulo se presentaran caracteristicas fisicas generales del Sol y del plasma que se

emana al medio interplanetario a través de la corona solar.

En la actualidad, el sol se encuentra en un estado de equilibrio energético. La temperatura en el

nucleo provee una tasa de produccion de energia nuclear que equilibra exactamente la tasa de
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emision de energia por radiacion emitida en la superficie solar, manteniéndose en equilibrio
mecanico donde la fuerza de explosion nuclear en el nlcleo balancea la implosion debido a la

autogravitacion. [27, 35, 36].

El sol es una estrella de tipo G de la secuencia principal y clase de luminosidad V(cita). Se
encuentra en el centro del sistema solar constituyendo la mayor fuente de radiacion
electromagnética, al cual pertenece nuestro planeta Tierra. Se estima que el sol se formé hace
4600 millones de afios a partir de un colapso gravitacional de la materia dentro de una region

de una nube molecular.

Al transcurrir el tiempo, la presion y la temperatura llegaron a ser tan altas que permitieron
procesos de fusion nuclear en la region central del sol. En su estado actual tiene un didmetro que
alcanza los 400000 km, una masa de 1, 989 x 10%° kg y densidad menor a la densidad de la Tierra,
en una proporcién de 4 a 1 [27]. El sol estd compuesto por seis capas con caracteristicas propias
cada una de ellas, tres internas y tres externas. Como se puede apreciar en la figura (2.1), las
capasinternas son el nucleo, la capa radiactiva y la capa convectiva. El nacleo tiene una masa
de 1, 989 x 10%° kg. En esta region se producen procesos de fusién nuclear, encontrandose a
temperaturas muy altas, alrededor de 15 x 10° K. La densidad del material es muy elevada yesto
se debe a laalta presion a la que esta sometida la masa, esto, a su vez, genera reacciones nucleares.
La capa radiactiva rodea al ntcleo realizando un proceso de filtrado sobre las particulas y fotones

que transportan la energia producida en el ndcleo, que viaja en forma de radiacion [37].

eOmh de Coveoccion

L0003 o rad iiacion

Nuocloo

Figura 2.1: Esquema de la estructura solar.
Fuente : Vazquez Axotla [1].

Desde esta zona, la energia se transporta a las otras capas del Sol. La radiacién se trasmite por
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la interaccion de las particulas entre si. Algunos &tomos no son alterados en esta zona, ya que
la temperatura no es tan alta como en el nucleo. Pero otras particulas son capaces de absorber
energia por cortos periodos de tiempo y emitirla nuevamente de un &tomo a otro. Ascendiendo
hasta el final de la capa, para que se cumpla este proceso. Transcurre aproximadamente 1 x 10°
afios. La siguiente capa es la convectiva, la temperatura desciende de 5 x 10° Ka 2 x 10° K. Lo

que provoca que la energia no se trasmita tan rapido como en la capa radiactiva [38].

La superficie solar esta dividida en tres capas: fotosfera, cromosfera y corona solar. La fotosfera
estd localizada a 700000 km del centro solar. Tiene un espesor de 4000 km y es Opticamente
eficiente, permitiendo a los fotones escapar a las zonas superiores. La cronosfera esta formada
completamente de plasma solar tiene un espesor de 2000 km y la temperatura es del orden de los
8000 K. En esta zona la densidad es muy baja, entre 10! g/cm3 y 10" g/cm3, con presion
constante. El limite superior de la cronosféra se conoce como region de transicion. Tiene un
espesor de 300 km. La temperatura aumenta de 10* K hasta 10° K. Mientras que la densidad
decrece de 10! g/cm?3 a 10° g/cm3, con la presion constante. La corona solar es la Gltima capa
externa, se extiende hacia el medio interplanetario. Con temperaturas y densidades de 10° Ky
10° g/cm3, con presién constante. Tiene una extension de mas de 1 x 10° km y la temperatura es

alrededor de 2 x 10° K [39, 4].

Las continuas explosiones solares emanadas por la corona solar se expanden por el medio inter-
planetario, el cual es conocido como viento solar. El viento solar mostrado en la figura (2.2) muestra
a un plasma de gas muy caliente que se expande con unas velocidades mayores a 250 km/s. El
plasma es un fluido eléctricamente conductor ionizado parcial o totalmente, donde las fuerzas
electromagnéticas de largo alcance determinan el comportamiento colectivo y no lineal del
sistema [37]. Este se forma siempre que la temperatura, o la radiacion, sea lo suficientemente alta
para ionizar los &tomos del medio. Siendo el plasma un sistema de muchas particulas, con un
namero grande ellas cargadas se estima que aproximadamente el 90 % de la materia visible del
universo es plasma, especialmente la materia que estad dentro de las estrellas, en el medio
interplanetario, en la corona solary en las atmosferas planetarias [27]. Los complejos movimientos
en la zona convectiva dan lugar a una distribucion de lineas magnéticas alzandose en forma de
lazos cerrados pasando la region de transicion y llenando la corona solar ejerciendo fuerzas

electromagnéticas sobre el plasma [40].



Figura 2.2: Viento Solar en las cercanias de la
TierraFuente: Vazquez Axotla [1].

Algunas de las lineas magnéticas se cierran en el espacio interplanerio y otras en el espacio
interestelar, considerdndose como abiertas formando el viento solar. Toda la heliosfera esta
impregnada por el viento solar (plasma solar), siendo un flujo de plasma supersonico y super
alfvénico. Este medio permite estudiar los fendmenos plasmaticos sin colisiones a bajas
frecuencias donde se han observado fluctuaciones de gran amplitud. A medida que el plasma
solar se va expandiendo va desarrollando un caracter altamente turbulento asemejandose a la
turbulencia hidrodinamica de Kolmogorov (1941). La turbulencia en esta capa juega un papel
relevante en varios aspectos del comportamiento del plasma en el espacio, como la generacion
de viento solar, la aceleracion de particulas de alta energia, el calentamiento del plasma y la
propagacion delos rayos cosmicos. El plasma estd compuesto por un 90 % de hidrogeno, 10 %
de helio y menos del 1 % de otros gases como Oxigeno, magnesio, Silicio; creandose un
gradiente de presion entre la fotdsfera y el medio interestelar [27], los complejos movimientos
producidos en la zona convectiva, dan lugar a una distribucion de lineas magnéticas las cuales
se alzan en forma de lazos cerrados, pasado la regién de transicion que se encuentra sobre la
heliosfera y van llenando la corona solar, ejerciendo fuerzas electromagnéticas sobre el plasma
solar[40]. Algunas de estas lineas magnéticas se cierran en el espacio interplanerio y otras en el

espacio interestelar, estas lineas abiertas forman el viento solar.

2.2. Fisica del plasma

El plasma es considerado como el cuarto estado de la materia y estd formado por particulas
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cargadas. El plasma se forma cuando la energia cinética de los atomos es mayor que la energia
cinética de los orbitales, lo que se expresa como un gas ionizado [35]. Como las propiedades
del plasma estan relacionadas con los efectos térmicos, es necesario definir la velocidad térmica
de una particula tipica ve como son en este caso los electrones (e) y iones positivos (i) [41, 35,
42],

) (2.1)

donde k=1, 3807 x 10-22 J/K es la constante de Boltzmann, Teies la temperatura media de las
dos especies de particulas del gas, (me,) es la masa del electron y los iones positivos [3]. Un
plasma es una coleccion de iones positivos y electrones que tienen una densidad lo suficiente
mente pequefa, que permite despreciar las interacciones de rango corto. Razon por la cual, las
propiedades colectivas del plasma estan relacionadas con la interaccion de Coulomb de rango
largo. El plasma, en promedio, es un gas cuasineutral en él se encuentran portadores de carga
eléctrica libres: los atomos estan parcialmente ionizados y no es muy grande la ionizacion, el
plasma es conductivo y reacciona fuertemente a los campos eléctricos y magnéticos. Observado
externamente el plasma se comporta como si fuera un fluido sin carga, cuando esta en equilibrio
[43]. La cuasi neutralidad implica igual densidad media de particulas cargadas opuestamente, es

decir

Z Z.on, =0, (2.2)
m

donde Zn es la carga de la particula m y nm es la densidad numérica de la especie m (iones o
electrones). El plasma debe mantenerse eléctricamente neutro, como comportamiento colectivo.
Si loselectrones son desplazados de suposicién de equilibrio, se genera un campo eléctrico [44],
y para intentar restaurar el equilibrio oscilan alrededor de sus posiciones de equilibrio, con una
frecuencia caracteristica, conocida como frecuencia del plasma, wye, Y se obtiene como solucién

del oscilador asociado con el balance entre la fuerza electrostatica y la inercia,

411 1.2
wp = %, (2.3)
e

donde e es la carga del electron y ne es la densidad del electrén. Otra caracteristica del
comportamiento del plasma es “protegerse” de los potenciales externos que se aplican dentro de
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una region pequefia. En este escenario, los electrones son atraidos a las cercanias de un ion y
evitan la eliminacion del campo eléctrico interno. La distancia minima en la que se “siente” la
influencia de un potencial externo de otras particulas cargadas dentro del plasma se conoce como

la longitud de Debye [45], representada por Ap y expresada a través de

kBTe

=073 2.4
D 4mn e? 24

donde T eslatemperatura promedio electrénica y e representa la carga del electrén. En escalas
delongitud mas grandes que la longitud de Debye, un plasma responde colectivamente a una carga
dada, perturbacién de carga o campo eléctrico impuesto. Para que un plasma presente un
comportamiento colectivo, Ap debe ser muy pequefia comparada con la longitud caracteristica,
L, la cual representa la longitud minima que tiene las particulas para tener un comportamiento
neutro. Esto permite que la mayoria de las particulas del plasma no sean influenciadas por un
potencial externo, y la carga interactlia colectivamente solo con las cargas que estan dentro de la
esfera de Debye. En la esfera de Debye, el nimero de particulas, Np, que se encuentradentro de la
esfera debe ser muy grande, el cual debe ser determinado a través de:

3
N =fn< kT >/2 (2.5)
D=3 ne1/3e2 ' .

En resumen, no todos los gases ionizados son plasmas las condiciones que debe

cumplir son:
= Ap< L, donde Les la longitud caracteristica del plasma.
= Np>1,

" wpe/we> 1, donde wces la frecuencia de colision de electrones con particulas

neutras.

Complementariamente, el efecto de las fuerzas electromagnéticas importantes para comprender
el comportamiento del plasma. Si un campo magnético B esté presente, es necesario definir una

frecuencia ciclotronica de iones y electrones. Esta frecuencia ciclotrénica de iones y electrones

esta representada . ; y se puede determinar a través de:
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eB
“Qe,i = , (26)
me,ic

esta frecuencia se define como la frecuencia a la cual los iones y los electrones giran alrededor
de las lineas de campo magnético, donde c es la velocidad de la luz. Ademas, las particulas se
mueven periddicamente en Orbitas helicoidales las cuales consisten en rotaciones
perpendiculares al campo magnético de intensidad B, sobre el centro de orientacién con un radio

ciclotrén

me,iv c

B (2.7)

donde v. es la componente perpendicular de la velocidad en el campo magnético [37]. Tanto la

Re,i =

frecuencia, como el radio del ciclotrén, varian para cada sistema de plasmas, caracterizados por
diferentes valores de densidad y temperatura.

Debido al gran numero de particulas en este sistema, no es posible describir el movimientode
cada particula desde las ecuaciones de Maxwell y la fuerza de Lorentz. Para poder describirlo
podemos utilizar una aproximacién estadistica, que permite analizar la dinamica global del
plasma. El comportamiento del plasma, a escala microscépica, se describe a partir de una
aproximacion cinética, en términos de una funcion de distribucion de particulas fs(r, v, t) en el
espacio de fases [46]. El estado dinamico de un conjunto de particulas en un tiempo t es descrito
por la posiciéon r = (x,y,2) y la velocidad v = (u,v,w) de su centro de masas, combinando esta

informacion se obtiene la ubicacion (r, v) en un espacio de fases [40].

La funcion de distribucién de particulas se define como la densidad numérica de particulas en

un elemento del espacio de fases fs define como [48]:

3 d®Ny(r,v,t)

f:?(rrvlt) - d3rd3v ) (28)

donde d°®Ns(r, v, t) es el nimero de particulas s, dentro del elemento del volumen d®rd®v. Debido
a que la densidad de los puntos representativos en el espacio de fases no varia sustancialmente
de un elemento de volumen a otro, por lo que fspuede ser considerada como una funcion
continua, debido a que la funcion de distribucion de particulas puede variar en el espacio y
tiempo, la densidad numérica representada por ns de define como el momento de velocidad de
orden cero de la funcion de distribucion la cual es una variable macroscopica definida como el
namero de particulas s por unidad de volumen [47, 48]:
12



n,(rt) = [, fi(r,v,t) d3v. (2.9)

Cuando la funcién de distribucion no depende de r el plasma es homogéneo. Es isotrépico
cuando depende de la magnitud de la velocidad en este caso la funcion de distribucién
caracteriza al plasma, y si es dependiente del tiempo el plasma esta en equilibrio térmico. La
funcion de distribucion caracteriza al plasma cuando es homogéneo, isotropico, dependiente del
tiempo. La funcion de distribucién en el sentido estadistico da una descripcion completa del

sistema, permitiendo deducir todas las variables macroscépicas para las particulas s.

El modelo cinético de los plasmas sigue la evolucidn temporal de la funcidn de distribucion en
el espacio de fases, considerando la contribucion externa de los campos electromagnéticos mas
la contribucion interna generada por las interacciones de rangos largos despreciando las
interacciones binarias de particulas. El modelo se basa en la ecuacion de Boltzmann no colisional
para nuestro caso de estudio, conocida también como la ecuacion de Vlasov. En la que se
desprecia el efecto de las interacciones entre particulas de rango corto, para intervalos de tiempo
mas pequefios que el tiempo tipico asociado a colisiones entre particulas [49]. En particular,
esta ecuacion se puede escribir como:

0fm dm vXB

+ v Vf, +—(E+
ot ™ m,

) Vo = 0, (2.10)

donde v es la velocidad de las particulas s, E es el campo eléctrico, B es el campo magnético
y c es la velocidad de la luz. La ecuacion (2.10) fue formulada por el fisico teérico Anatoly
Alexandrovich Vlasov en su modelo de descripcion del plasma “The vibrational properties of

an electron gas” [50], las ecuaciones de Maxwell dadas por:

V-E=4npc;

V-B=0;

UxE 10B

XE= — ——:
cot’

VxB 10B  4m 2.11)

XB= ———+—]; )
c ot c]'

donde E(r, t) representa el campo eléctrico, B(r, t) es el campo magnético, pc representa la
densidad de carga y J es la densidad de corriente. Combinadas las ecuaciones (2.11) con la

ecuacion (2.10) se obtiene un sistema de ecuaciones cerrado, el cual representa el modelo cinético.
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Las dos ultimas cantidades se definen a través de los momentos de la funcion de distribucion:

p(r,t) = Z Gl 100, 0) d; (2.12)

J(r,t) = Z Gl , V(1 v,8) dv. (2.13)

donde p(r, t) y J(r, t) representan los momentos de la funcién de distribucion los cuales deben
ser resueltos simultaneamente.

2.3. Magnetohidrodindmica

En la aproximacion en la que el plasma es considerado como una superposicion de dos 0 mas
especies de particulas, interactuando como un solo fluido, se conoce como modelo
magnetohidrodindmico (MHD) y es valido cuando las escalas temporales de las perturbaciones
son mayores que el tiempo necesario de transferencia de energia de las particulas, conservando
el equilibrio termodinamico local [20]. En este modelo, los electrones y protones interacttan a
través de las interacciones de Coulomb. EI modelo considera un fluido de protones seguido de
una corriente de electrones que obedece la ley de Ohm [22, 37], para escalas temporales mas
grandes que el reciproco de la frecuencia del plasma (1/wype), y escalas espaciales mayores que
la longitud de Debye (Ap), asegurandose la cuasineutralidad de carga, por lo que se puede
considerar al plasma eléctricamente neutro [3]. El modelo MHD se describe a través de las leyes
de la conservacion dela densidad de masa p, velocidad de flujo v y la energia interna U por
unidad de masa [51, 52],

0
v (pv) = 0; (2.14)
ot
0 _
p[a+(v-V)]v=F—Vp+V-a; (2.15)
0 dv
p[—+(v-V)]U=—p(V.v)—V-q+Zoij—+Q, (2.16)
ot T aX]

en la ecuacion (2.15), F representa la fuerza externa por unidad de volumen que se ejerce sobre el
fluido, o es el tensor de esfuerzos, excluyendo la presion cinética p, q representa el flujo de calor

y Q el calor producido dentro del sistema [22, 51], considerando que sobre el plasma en estudio no
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acttan fuerzas externas sobre el sistema, la F sera definida por la fuerza de Lorentz, la misma que

estd dada por:
1
F=-J xB. (2.17)

donde no se considera la contribucion del campo eléctrico debido a la cuasineutralidad, para incluir
las propiedades electromagnéticas del plasma, las ecuaciones de momentos deben acoplarse a las

ecuaciones de Maxwell se reducen a [51, 53]:

V-E=0, (2.18)
V-B=0, (2.19)
10B
V-E= —-2 2.20
c Ot ( )
vxp=iJE 47 (2.21)
T cot c]' '

Por otra parte, en su forma microscopica, la ley de Ohm esta definida como E +(v x B)/c=nJ, donde
n es la resistividad. En el limite, el plasma es considerado como un fluido conductor perfecto R —

0, y la ley de Ohm se reduciria a

1
E+EVXB =nVB (2.22)

para cerrar este sistema de ecuaciones se puede utilizar la ecuacion de estado p = kepT'/m,m
representa la masa del sistema, esta ecuacion reducira el nimero de incégnitas en el caso de la
magnetosfera terrestre en el limite de validez de la descripcion MHD, el plasma se comportacomo
un gas perfecto para eliminar la presion cinética de las ecuaciones. En particular, esto permite
reescribir la ecuacion de la energia (2.16), en funcion de la presion y la densidad. Utilizando la
ecuacion de las fuerzas externas por interacciones electromagnéticas (2.17), laley de Faraday (2.21),
y la ecuacion de la ley de Ohm (2.22) ; considerando ademas las fuentes delflujo de calor

despreciables, las ecuaciones de conservacion se resumirian como:

9
24V (pv) = 0; (2.23)
ot

[a+( V)] L UxBXB-Vp+V & (2.24)

Plac TV VIIv=0n ptV-o :
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0B c?
—=VX (V' B)+——

V?B; 2.25
0x 4 ( )

[%Jr - V)] (%) —0. (2.26)

La ecuacion (2.25) representa el acoplamiento entre la velocidad y el campo magnético y se conoce
como ecuacion de induccion. La fuerza de Lorentz en la ecuacién (2.24), describe la relacion del
campo magnético por la velocidad del fluido. Ademas, junto con la Ley de Ohm vy las ecuaciones
de Maxwell describen el modelo magnetohidrodindmico [40, 35, 13].

2.4. Ondas de Alfvén

Las ondas de Alfvén son ondas transversales e incompresibles que se derivan de la parte
longitudinal de la fuerza de Lorentz y se propaga a lo largo de la linea de fuerza del campo
magnético [35, 54]. La relacion de dispersion de estas perturbaciones se obtiene linealizando la
velocidad y el campo magnético. Para ello, el campo magnético se puede descomponer en un valor
medio Bo=(B (x, t)) y una parte fluctuante 6B con valor medio nulo; entonces B = (B(x, t)) + 6B.
Las condiciones fisicas de estas perturbaciones se complementan considerando quela densidad es
constante, la resistividad y la viscosidad son nulas. Sea va la velocidad de Alfvéna la longitud
caracteristica I, bajo estas condiciones de la linealizacion del sistema de ecuaciones(2.23) - (2.26) en
el espacio de Fourier, se obtiene una relacion de dispersion,

w= tk-v,, (2.27)

donde la frecuencia de oscilacion de la onda esté representada por w, y k es el vector de onda y la
velocidad de Alfvén vaes [8, 55],

B,
4

v, = . (2.28)

B

Comparando las soluciones para las perturbaciones 6B y dv se obtiene una relacion de
correlacion dada por:

—=+—. (2.29)

Precisamente, esta relacién indica que las ondas de Alfvén se propagan en la misma direccion

del campo medio, donde las fluctuaciones de Alfvénicas estan anticorrelacionadas, en el caso
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opuesto cuando las ondas se propagan en direccion opuesta al campo medio las fluctuaciones

estan correlacionadas.

2.5. Variables de Elsasser

Las variables de Elsasser permiten simplicar las ecuaciones del sistema MHD cuando se considera
fluidos incompresibles. Para esto, se introduce la normalizacion b(r, t) = B/+/4mp. Notamos que
las dimensiones de esta variable son de la velocidad. Bajo esta sustitucion de variables,

introduciendo v = ¢?n/(4mp) como la viscosidad cinética, el sistema de ecuaciones MHD [54] se

reducen a
g—‘t’+(v-V)v=(be)xb—V(p+g>+vV2V; (2.30)
2 =V x (vxb) + Wb, (231)
V-b=0, (2.32)

las ecuaciones magnetohidrodinamicas son representadas en las ecuaciones de la (2.30) - (2.32)

pueden ser escritas en forma mas compacta si se introduce las variables de Elsédsser [56]:

zt=v+b (2.33)

Las variables de Elsasser permiten calcular las relaciones entre las alteraciones de la velocidad
y el campo magnético y nos permiten acoplar las ecuaciones MHD, en una forma tipo Navier-
Stokes [57]

+

z 1 B?\ v-— v —
=@t V)t = ——v<p + —) + 2 Byzgr 4+ 2 Eyzg-, (2.34)
p 8m
V-zt

Jt 2 2

=0 (2.35)

Claramente, la introduccion de estas variables facilita el andlisis de los fenémenos fisicos
complejos, como aquellos procesos de turbulencia.

2.6.  Correccion Hall a la Magnetohidrodinamica

En escalas de longitud menores que la longitud de inercia de los iones, pero mayores que la
longitud de inercia de los electrones, la Magnetohidrodinamica en el limite de Hall es muy

importante en el estudio de la dindmica del plasma [58]. En estas escalas, los movimientos son
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separados: los iones se mueven en el campo magnético (a diferencia de los electrones). Podemos

partir nuestro analisis desde la ley de Ohm, en su forma general [59, 13, 5],

1 1
E+-vxB——]xB=nv?B, 2.36
-V necl M (2.36)

El daltimo término del lado izquierdo de esta ecuacion es conocido como corrientes de Hall,
generado en el plasma cuando los electrones se separan de los iones [40], y produce efectos

dispersivos, mostrado en las ecuaciones:

% Vv = (Txb)xb-7[p+L)vrrv, 237

5t v:-V)v= p = vV4y; (2.37)
db

i Vx (vxb)—d;Vx(xb)+uvib; (2.38)

V-v=V-b=0, (2.39)

donde reiteramos que d; = C/wpi es la longitud inercial de los iones, wpirepresenta la frecuencia de oscilacion

de los iones y la densidad de corriente estd normalizada como j = J \/4_
p

2.7 Espectros de Energia, Funciones de Distribucion y Funciones de Estructura

El espectro de energia permite evidenciar las caracteristicas de la transferencia de energia E en
escalas diferentes a k, en cuyo caso E = E(k). La funcion de autocorrelacion y la funcién de
estructura de las variaciones de un campo genérico ¢ estan altamente relacionadas con el espectro
de energia, dado que este se puede definir a través de la transformada de Fourier de la funcién de
autocorrelacion en flujos turbulentos. Experimentalmente, se ha observado que el espectro de

energia tiene un comportamiento de ley de potencia en el intervalo de la region inercial [22],

E(k)~k-=, (2.40)
donde a es el ajuste espectral. Mas aln, cuando la turbulencia se ha desarrollado completamente, o
= 5/3, lo que evidencia una redistribucion de la energia desde escalas grandes hacia las escalas

pequerfias. Esto sugiere la necesidad de estudiar este tipo de fluidos desde una aproximacion
estadistica, basados en el caracter estocastico de las variables dindmicas del fluido. Entonces, es
necesario realizar un andlisis de las caracteristicas estadisticas del fenébmeno por medio de su

funcién de distribucion de probabilidad (PDF). En particular, se evalGa la PDF de la parte
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oscilante de una variable dinamica ¢, definida como la diferencia entre el valor de la variable,

evaluada entre dos puntos alejados una distancia /, a un mismo instante,

S (r,t)=y'(r+1,t)—¢'(r¢t). (2.41)

De esta manera, obtenemos una funcion de distribucion para un valor especifico de escala /. Para
gue los datos tengan media cero y varianza o unitaria se suele trabajar con variables
estandarizadas, [22].
— Y =)
= _*° 242
b= (242)

smomentos de la variable ¢. Generalizando esteconcepto se tiene

1 [ < (i)™ .
PEv@) =5-[ Y. (‘m)! (SYm(D)yekD, (2.43)
m=0

donde los términos (6¢m (/)) se conocen como funciones de estructura y m denota el orden y
nos otorga informacion sobre la presencia de estructuras en el campo, a una escala dada / [22].
En el caso homogéneo e isotropico, los valores medios de las diferencias del campo estan
relacionados con el espectro de energia. En turbulencia, debido a la causualidad de los sucesos,
estos siguen una secuencia caotica en diversas escalas, comprobandose experimentalmente que
las PDF para un fenémeno turbulento no son Gaussianas. Es importante considerar que los
remolinos de tamafio ~ / 0 menor realizan una contribucion importante al cambio de la funcion
de estructura Ay. El valor medio de la funcion de estructura (6¢m)?indica la energia acumulada

E(K) en los remolinos la cual esta relacionada de la siguiente manera

3 502(1) = 22 (2.44)
4 2 '

La funcion de estructura esta relacionada con la velocidad de los vortices generados por la

turbulencia por unidad de masa para tamafios / 0 menores

3
20V O~[EW] (2.45)

S~/ [E()] (2.46)

Para tener una idea mas clara del perfil de una distribucion se examina el factor de simetria el
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cual esta dado por

(6y*0)
(Sy2()y3/2’

expresion que define (y mide) la skewness de la variable. EI momento inmediatamente superior,

S = (2.47)

Syt (D)
(6p2(D)*”

se conoce como la curtosis. Tanto S como K son términos que se obtienen de la funcién de

K() = (2.48)

estructura. La importancia de estos conceptos en el estudio de la turbulencia, y la relacion
existente entre la funcién de estructura y el espectro de energia mostrados en la ecuacion (2.46),
y considerando que los vortices de tamafio menor o igual a / pueden efectuar contribuciones de
magnitud 6y (/) mostrandose en los valores &¢?(/) ~ 4/3 siendo toda la energia contenida en

vortices de tamafio / o menor.

2.8.  Ley de Escalas de Kolmogorov

El modelo mas importante para describir fluidos turbulentos es la teoria desarrollada por Andrei
Kolmogorov, en 1941. Su trabajo usa un enfoque fenomenoldgico a partir del andlisis
dimensional, en funcion de la relacion entre la masa y la velocidad de un fluido conocido como

el nimero de Reynolds [61],

R, =—, (2.49)
\Y

donde vy /son la velocidad y longitud caracteristica de una escala. Cuando el fluido es laminar,
el niumero de Reynolds tiene valores ~2300 y puede alcanzar un valor critico (Rec). Sila
turbulencia esta totalmente desarrollada sus valores pueden ser mayores a 4000 [62, 22]. Se
puede expresar la siguiente hipotesis:

Hipatesis de autosimilitud. Para Re > Rec todas las propiedades estadisticas de las escalas
) pequerias tienen la misma interpretacion y son universalmente determinadas por la escala
I, por la tasa media de disipacion de energia € y por la viscosidad v cuando Re = oo se
cumple todo excepto que las propiedades estadisticas son independientes de la viscosidad

v [61].

Cuando Re — oo existe ausencia de disipacion de energia. Esto se puede explicar con

20



argumentos dimensionales: el nimero de Reynolds local esta definido como

6vll
Ry =—— (2.50)
\Y
donde resaltamos que el término viscoso v es despreciable a grandes escalas, en comparacion
con el término no lineal [22]. La tasa de transferencia de energia € en funcion de / y vise puede
calcular utilizando el andlisis dimensional. Si t; es el tiempo necesario para que se transfiera

la energia desde la escala / a las escalas mas pequefias 0 mas grandes, entonces

5 2
e~ UL (2.51)
]

Esta tasa nos otorga una estimacion del flujo de energia por unidad de tiempo y de masa, y sera
igual a la tasa de disipacién de energia. El tiempo caracteristico se considera como el tiempo de
giro del remolino. El analisis dimensional nos permite estimar t1 ~ 1/6wv, que, al reemplazaren

la anterior ecuacidn, se obtiene una ley de escala para los incrementos del campo [62, 63],

Sv;~el/311/3, (2.52)

a Ultima expresion se conoce como Ley de Kolmogorov. Si aplicamos esta ley en la escala

integral o, entonces vo ~ €33, y consecuentemente [22],

v, ~v, (1)1/3. (2.53)

lo

El exponente de la escala puede ser representado por g = 1/3. Con esta definicién, la ley de
escala de transferencia de energia debe ser € —» A1-38¢’, eleccion que garantiza la invarianza de
la escala de € a lo largo de la cascada de energia [22, 62].

Los efectos de la viscosidad empiezan a sentirse a escalas pequefas, especialmente sobre
estructuras turbulentas. El tiempo tipico a estas escalas esta asociado a los efectos disipativos
t(v) ~ /v. lgualando el tiempo tipico t con t(v) se encuentra la escala en la que los términos
d|3|pat|vos son comparables con los términos de transferencia no-lineal, hecho que se conoce

como escala de Kolmogorov,
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2.9.

L\ Ve
n~<_> _ (2.54)

&

Complementariamente, la tendencia del espectro de energia, asociado al movimiento turbulento,
genera resultados obtenidos del analisis dimensional. Operativamente, sustituyendo / por un
numero de onda k = 1//, se puede pasar los resultados de la ley de escala al espacio espectral
[61]. En particular, se puede construir una energia cinética por unidad de masa £ (k) dk, relativo

a las estructuras de numero de onda k. Através de la tasa de disipacion &, se obtiene [64]

E(k)~ €2/3k=5/3, (2.55)

El espectro es una ley de potencia mostrado en la ecuacion (2.55) en funcion de los nimeros de

onda k, y se denomina espectro de Kolmogorov.

Tensor Gradiente de Velocidad

Los campos de gradientes de velocidad proporcionan informacion del comportamiento
cualitativo y cuantitativo del flujo en estudio, esto se puede observar a partir de considerar la
aproximacion lineal del campo de velocidad v(x, t) que rodea un punto Xo cualquiera en el flujo

dada por:
vi(x,t) = vi(Xo, t) + Aij(xo,t)(xj — x0j) + - (2.56)

este elemento de fluido puede sufrir traslacion, rotacién, y cambio de forma lineal yangular. En
un flujo donde todos los puntos tienen la misma velocidad, el flujo se conoce como uniforme y
solo existe traslacion del elemento. En caso de que el flujo no sea uniforme va a existir rotacion

y cambio de forma lineal y angular [19].

El tensor gradiente de velocidad contiene la informacion del movimiento relativo a lo largo del
tiempo t, de todas las particulas en el entorno diferencial de una particula dada, identificada por
las coordenadas x. Explicitamente, si partimos de la posicion de un punto dentro de un sistema

de varias particulas, r = r(x, t) , se puede calcular la velocidad de cada una de las particulas de
este sistema que se estd deformando a través de la derivada parcial de esta funcidn, respecto al
tiempo obteniéndose la velocidad v = dr/dt, una funcion de las coordenadas en la configuracién
de referencia [22, 65].

22



A partir de la velocidad se puede construir un tensor de velocidad,

A= (W), (2.57)
donde sus componentes serian:

a T

Un poco de algebra nos permite reescribir el tensor como,

Uj o A

Este tensor muestra informacién geométrica y estadistica, como la alineacién de la vorticidad
con respecto a los autovectores de la tasa de deformacion, las formas de los volimenes del
material del fluido, las estadisticas no Gaussianas y la intermitencia [21]. Representado
matricialmente el tensor gradiente de velocidad, donde las componentes de la velocidad son
v(x,t) = (u,v,w) seria
du Jdv Jdw
Jx 0x O0x
du Jdv oOw |
dy ay ay |
du dv Jdw
dz 0z

|
Al]:i

aui
Aij = a—xj

N

que en su forma compacta se escribiria como

(2.60)

El tensor gradiente de velocidad puede ser reescrito de la siguiente manera A = 1/20ui/0x; +
1/20ui/0x; mas 2 términos cambiando el orden de los indices 1/20uj/dxi— 1/20u;/0xiy

quedaria

Low 10w 10y 10y

Ay =-—+
Y 2 E)x] 2 ax] 2 axi 2 6xl-

reordenando

e 1 avi+10vj +1 avi avj (2 61)
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La primera parte de la ecuacion 2.61 se la puede pensar como un tensor simétrico —tensor de

tasa de deformacion

dv;  10v;
Sy = 2<6x]+26xl> (2.62)

mientras que la segunda parte, como un tensor antisimétrico, conocido como tensor de

vorticidad, que representa la rotacion producida en un elemento de fluido [66],

1/0v; OJv;

De esta manera, el tensor gradiente de velocidad esté representado como la suma directa
Aij =Sij + Ry [20]. Esté definicion cumple FTS F = dE/dt, para lo cual se definen

Fij=8; +0 (m); (2.64)
Eij=&j + 0(n?), (2.65)
donde e es el tensor infinitesimal de deformacion y 6;; es la delta de Kronecker. Para trabajar con

facilidad en la relacion presentada anteriormente, usamos la notacién de indices,

d
Fij SikFks = EEjs, (2.66)

y, a continuacion, usamos la definicidn de la parte simétrica ecuacion (2.62),

dv;  dvg
(8 + o(n)) (axl ) (8ks +0() = —(ei,. +0(?);
c')v dvy
61]6](5 a 61]6ks a + 8110(71) + 51]0(71) + 6k50(n)
l
617
+5 6k50(n) + aksom 0(n2> :

L

k _ d

) ) 617
+5 51]0(11) + 5110(]1) dt

d
€;j + ao(nz)

Al operar & por los términos (dvi/dxk +dvk/dxi), introducimos un indice. Si se multiplica éxs por O (n), los
términos (dvi/dxk + dvi/dxi) aumentan su orden a n? [67, 20]. Entonces,

1/0dv; Odvs 5 5

§<axs ax]) oy )— >+ 0(?);

1/0v; Ovg d1/dv; OJvs

E<a—xs+a—x]>—d— <axs+a—xj . (2.67)

Es decir
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y, consecuentemente

d d
/&51 axhz V13\

| 0 6 |
Sij = | - Y12 _xZZ V23 |'

ox /13 3723 x<3/

donde ¢i= (dS - dS')/dS representa la diferencia de distancias de un punto de flujo con
respecto al tiempo, con dS’ = dSé; y yi; es el cambio de angulo que existia entre dX y

adxi.

La interpretacion fisica del tensor de vorticidad de la ecuacion (2.63) se evidencia a partir de la
definicion de vorticidad, o= V x v = é&eijkdvk/dxj, donde eijk representa el tensor de
vorticidad infinitesimal. Esta expresion representa una suma de 27 términos, de los cuales 6 son

diferentes de cero; estos son:

o <6v3 6172) I (6171 N 6v3) I <6v2 N 6v1> 269
@ = \ox,  axs) " 2ok Tox) T B \ox, T oxy) (2.69)

cuya matriz equivalente es antisimétrica,

dvy, 0dv, Odvy O0dvs

[ & Em wmm

R — 6171 8173 0 aﬁ_%
Y x,  0x, 0x3 0x,

| |

|
| I
\ 6171 6v3 dv, 0vs /

= 2,3 0

6x3 axl dx; 0Ox,
0 —Ww3 Wy

Rij = —< w3 0 0)1).
— Wy Wi 0

Geométricamente, el vector vorticidad es 2 veces la velocidad angular de una pequefia particula
que rota y que viaja con el fluido. Asi mismo, se puede estimar como dos veces la velocidad

angular de la particula [68, 27].

2.10. Dinamica de la Ecuacién de Euler Restringida
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Las ecuaciones de Euler describen el movimiento de un fluido partiendo de las ecuaciones de
Navier-Stokes, cuando las componentes disipativas son despreciables frente a las componentes

convectivas; es decir, cuando la viscosidad del fluido es cero, v = 0 [22].

La ecuacion de Navier-Stokes
aui n Oui _ OP n azui (2 70)
ot "~ Mox, ~  ox; " 0xoxg’ '

puede ser derivada parcialmente respecto a xj,

d (0u; 0 ou; d (0P 0 0%u;
)+l - - ) )
dx; \ ot ox; dxy dx; \ 0x; 0x;j \ 0x0x

0 0u; Ouy du; 0 du; 0 OP 3u;
———t———t Y= = — +

ot 0x;  0xj 0x 0xj 0xy ox; 0x; 0 0xy 0xy,

Relacion que se puede expresar en funcion de la definicion de tensor gradiente de velocidad,
(2.60)

d 0 Jd 0P 0°
EAU +uk EAU + AikAkj = —

A;i. 2.71
dx; 0x; + 0x,0x; " 271)

La ecuacion de Navier-Stokes esta ahora definida en funcién del tensor del gradiente de
velocidad. Si se usa la condicion de incompresibilidad de un fluido, en la ecuacion (2.71) desde
el punto de vista Lagrangiano, donde la densidad del fluido es la misma en todos los puntos,

Aii = 0, la presion cumple la relacion

0°P

—Wax] (2.72)

A Ay =

Con un poco de operaciones algebraicas de esta ecuacion se puede reescribirla como [69]

AxmAmek —— ————. 2.73

Al restar la ecuacion (2.73) de la ecuacion (2.71), se obtiene:
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08 220 1 s — ) 22 =
ot kaxk iklkj km4‘imk 3

a2p a2p %A,

- - +v ;
0x;0x;  0x;0x; 0x,,0x),

ot + Uy axk + AikAkj - AkmAmk? = HU (274)
donde
g 0x;0x;  0x;0x; v 0x,0x) '

Donde H;;se conoce como el tensor Hessiano de presion, notamos que si Hj = 0, las derivadas
espaciales se eliminan y, en este caso, uk(0Aij/dxk) = 0, equivalente a una dependencia
temporal (y no espacial),

0A;j bij

5, + AuwArj ~ AkmAme - = 0. (2.76)
Este es el conocido sistema de Euler restringido, que puede ser escrito como un sistema dindmico
propio. Por su parte, el sistema de Euler restringido se obtiene cuando v = 0 en la ecuacion
(2.74), que equivale a despreciar la parte anisotrdpica del tensor Hessiano de presién Hij =
0, [17]. Al despreciar este término se supone que el campo de presion que rodea el punto de
fluido en estudio es lineal y si contiene términos cuadraticos en el desplazamiento, estos serian
esféricamente simétricos [19]. El conjunto de ecuaciones diferenciales (2.76) esta cerrado, y la

evolucion temporal del tensor A estd determinada por su condicion inicial A(to) [17].

2.11. Invariantes Geométricos

La ecuacion de Ricatti (2.76) es una matriz que puede transformar un sistema de ecuaciones de
segundo orden por combinaciones [23, 11],

d(AinAn;) 2
T + 2AinAnkAkj - §(AkmAmk)Aij = Aianj + HinAnjt (2.77)
y
d
E (AinAannj) + 3AiqunAnkAkj - (AnmAmn)Aiquj
= AinAnkaj + AiankAkj + HinAnkAkj- (2.78)
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La ecuacion caracteristica obtenida utilizando el teorema de Cayley-Hamilton, que satisface los

valores propios del tensor gradiente de velocidad es

A3+ PA2+QA+R =0 (2.79)

Para calcular cada uno de los vectores propios, correspondientes, usamos el teorema de Cayley-

Hamilton [22],

|Aij — Alij| =0 (2.80)
(4 — M) Ajj Ajx
|4y =1yl =] A (4-1) 4 =0;
Api Ay Ak — M)

(Aii =D (4j; = V) Ak = V) + (AijAjAri) + (AicAjiAxj)
—(Aw(4jj = VAw) = (AijAji(Akk - 7\)) — (A =) AjAj; = 0;
+AijAjrAki + AieAjiArj — AieAjjAki + AprAy; — AijAjiAgk
+Al]A]l)\ - AiiAjkAkj + )\AjkAk] = 0, (281)

de donde podemos deducir que

P=- Aii + A” + Akk = —tT(A); (282)
Q = AwAy;i + AijAji + AjiAxj — Aidjj — AiiArr — AjjAkk; (2.83)
R = AjiAjjAp + AijAjiAri + AiAjiArj — AiAjjAri — AijAjiAir — AiiAjkAr;- (2.84)

Por su parte, la matriz del tensor gradiente de velocidad Aj; satisface [11, 69],
AimAmkAkj + PAikAkj + QAU + RSU = 0, (285)

donde P = (Aii + Ajj + Akk)/2 = Sii y donde S;j es el tensor de deformacién. Notamos ademas
gue P es la traza de la matriz del tensor gradiente de velocidad. De esta manera, losotros

vectores se pueden reescribir en funcion de P,
1
Q=3 (P? — tr[A%]);
1 2

1
R= §(—P2 + 3PQ — tr[A3)]);
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Lo 03
R = §(_P +3PQ — AijAjAki — RijRjcAwi) (2.87)

En particular, si la densidad del flujo permanece constante y el volumen no cambia, los

invariantes del tensor de gradiente de velocidad se reducen a

P = _Aii =0, (288)
1

Q= _EAimAmi (2.89)
1

R = == AimAmeAic (2.90)

P, Q yR se conocen como invariantes del tensor gradiente de velocidad. A continuacion, podemos

calcular la derivada total de la ecuacion (2.77), con P =0,

d
d—f + 3R = _Aikai' (291)

Considerando que la relacion de Cayley Hamilton es utilizada para reducir los productos de orden

mayor a otro menor, en este caso podemos reducir productos de cuarto orden a segundo orden,

dR 2
dr §Q = —AmAnmAmi- (2.92)

Las soluciones de las ecuaciones (2.91) y (2.92), para H;j =0, son expresadas en términos de
las funciones elipticas Jacobinas de primer orden [11, 14]. Basados en esto, podemos derivarla

ecuacion (2.74) respecto al tiempo,

dZAL'j_l_d( d )+d(A A ) d Ao A 6ij _dHij.
dtz T de\"ax,) T g kORI T g\ AkmfAmk 3T )= T
dZAU+ dAk]_l_dAlk d ZA 61] _dHlJ
dt? g T ode M ae\27 k3 | T g
d?A;; dA,; dA; 2d dH;;
— Ty hy Ly kj+——Q6ij =7 (2.93)
dt? dt dt 3dt dt
Previamente, habiamos demostrado una forma para el término de la primera derivada temporal,
e Hij — Ay Ay + E(AkmAmk)&'j, (2.94)
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que puede ser reemplazado en la ecuacion (2.93),

d?A;; 2
F‘l' Aik (_AknAnj _§Q6ij + Hk}) ( Akn nj = Qau + Hk])Ak]
2 dHj;
+§(_3R _Aanmn)Sij = 7;
d?Ay; 2 2
Tz~ AwhinAnj — A 5Q8i; + AucHij — AxnAnjAij — 5 Q0;jAxj + HijAy,
2 dHj;
_2R8ij _§Aanmn6ij = 7
dzA
dt2 — (A AgnAnj + AiQ8:; + R6;j) — (AinAnkAxj + Q6;j Ak + RS;))
2
- (Aik§Q5ij - AikQ5ij> - (Akj§Q5ij - Aka5ij> + Ay Hy; + Hig Ay

La forma de la ecuacion (2.95) es general y puede ser reducida para el caso de un fluido
incompresible, P = 0:

dZA
dt?

Notamos ademas que el desarrollo de las ecuaciones (2.91) y (2.92), permiten describir una

H
L= (Q( )AU)— Ly = (Aanmn)&, AiHyj — HixAgj (2.96)

familia de curvas en funcion del tiempo,

27

SR 407 = 0% (2.97)

En el espacio formado por P, Q y R, la superficie que separa las regiones con valores reales de
aquellos con valores complejos esta dado por el discriminante D = 0 [70],
Q3

+ = (2.98)

D:T 27"

En particular, cuando D = 0 la ecuacién (2.98) representa un plano en Ry Q éste separara el
plano (R, Q) en dos regiones, que estan caracterizadas por las propiedades del fluido. En el caso
que D > 0, este término genera lineas de corriente arremolinadas con valores propios complejos,
conocida como deformacion eliptica. Cuando D < 0, la deformacion dominante genera valores
propios reales y se conoce como una deforma-cion hiperbolica [14]. Por otro lado, cuando Q

<00Q >0, indica que la regién dominante es por rotacion, mientras que cuando R > 00 R
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< 0 se refiere a que la region dominante del fluido ocurre por disipacion. El cdlculo de la Funcion
de Distribucion de Probabilidad (PDF), esta funcion es util para describir la naturaleza turbulenta
y altamente inestable del fluido [70].

Aplicando el desarrollo matematico, previo para introducir una cantidad muy importante para

el estudio de la turbulencia; esta es la tasa de deformacion [71]
A1A2A3

MAzAs

§* = —3V6 ,
\/_(7% +13 + 2532

(2.99)

donde A1, A2 Yy A3 son los valores propios de la ecuacion caracteristica del tensor gradiente de
velocidad. S* mide el grado de alineacion entre la vorticidad y el tensor gradiente de

velocidad.
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CAPITULO 111

Marco Metodoldgico

3.1. Ubicacién

El trabajo de investigacion se desarroll6 en las ciudades de Ambato, Riobamba y Quito, Ecuador.

utilizando los datos de los satélites Cluster de la Agencia Espacial Europea (ESA).

3.2. Equipos y Materiales

La elaboracion de esta investigacion utilizo:

. Uncomputador.

Software libre Ubuntu.

. Lenguajes de programacion GDL, Fortran.

Simulaciones numéricas de plasmas en estados no lineales, cuasi turbulentos, una

simulacion bidimensional y una simulacion tridimensional.

3.3.  Tipo de investigacion

La investigacion es de tipo Correlacional-cuantitativa, ya que relaciona estadisticamente los
invariantes geométricos obtenidos del tensor gradiente de velocidad y la turbulencia

manipuladas y estudiadas el comportamiento de estas variables en su entorno natural.

3.3.1. Investigacion bibliografica

Este trabajo de investigacién fue desarrollado utilizando libros electronicos, tesis doctorales y

articulos cientificos.
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3.3.2. Investigacion Aplicada

La investigacion se basa en torno al desarrollo matematico de los invariantes geométricos del
tensor gradiente de velocidad para analizar simulaciones bi y tridimensionales de plasmas

espaciales.

3.4. Recoleccién de informacién

Para efecto de analisis de los invariantes P, Q y R, contamos con dos conjuntos de simulaciones.
Una simulacion bidimensional cuasi no lineal, utilizada para el analisis de posibles mecanismos
de generacion de ondas cinéticas Alfvén [2]. contando con 1124 datos en el eje de las x y eje de las
y, en un intervalo de tiempo, fueron obtenidos en un servidor paralelizado Newton del departamento
de Fisica de la Universidad de Calabria, Italia, y en el computador Mesocentre SIGAMM del
Observatoire de la Cote d’Azur, Francia. La otra simulacion consiste de campos de velocidady
magnético tridimensionales. Esta simulacion es de tipo benchmark, lo que implica un estado

muy cercano a la turbulencia, sin que lo haya alcanzado.

3.5. Metodologia numérica y algoritmos

Los algoritmos numéricos utilizados y desarrollados en este trabajo se desarrollan en dosetapas.
En la primera etapa se calcula la evolucion del tensor gradiente de velocidad en cada escala /, a
través de los campos magnético y de velocidad, y calculando los valores de los in- variantes P
y Q. Notamos que las simulaciones numeéricas analizadas en este trabajo cumplen condiciones

de estabilidad numérica para alcanzar limites no lineales (o cuasi no lineales).

El programa principal utilizado en la simulacion bidimensional requiere como parametros de
entrada (o input) los siguientes datos:

= Los valores Nx, Ny yNz que son el nimero de puntos de la grilla 3D, o nulo Nz si el campo

es bidimensional. Debido a cémo funcionan las subrutinas secundarias —con calculos en

el espacio de Fourier—, es necesario que estos valores sean potencias de 2.

= E| valor del tiempo strtime en el que transcurre el estado que se estd analizando.
»* Los valores 1x, ly, 1z son las longitudes fisicas en los ejes x, y, z,

respectivamente.

33



= Los valores Bx, By, Bz que son las componentes del campo magnético. Estos datos se

ingresana la memoria del programa a partir de un fichero.

= Los valores ux, uy, uz que son los valores de los componentes del vector velocidad. Estos

datosse ingresan, de igual manera, a partir a partir de ficheros.

Lo que el programa genera de salida (output) son ficheros que contienen los siguientes valores:

Un fichero llamado u MHD-isoinv t=<tiempo>. dat donde se escriben las invariantes

isométricas del vector de velocidades u que son Py, Qu, Ru.

= Un fichero llamado B MHD-isoinv_ t=<tiempo>. dat donde se escriben las invariantes

isométricas del campo magnético B que son Ps, Qs, Rs.

= Un fichero llamado u strain t=<tiempo>.dat donde se escribe la matriz de tasa de

esfuerzo (S) asociada al vector de velocidades.

= Un fichero llamado b _strain t=<tiempo>. dat donde se escribe la matriz de tasa de

esfuerzo (S) asociada al campo magnético.

= Un fichero llamado u Star-PDF t=<tiempo>. dat donde se escriben la matriz de tasa

de esfuerzo usando el tensor de autovalores (5*), asociados al vector de velocidades.

= Un fichero llamado b _Star-PDF t=<tiempo>. dat donde se escribe la matriz de tasa de

esfuerzo usando el tensor de autovalores (S*) asociados al campo magnético.

= Un fichero llamado u costh-PDF t=<tiempo>. dat donde se escriben los datos del an-
gulo entre la vorticidad w y el autovector correspondiente al autovalor intermedio del
tensor de esfuerzo asociado al campo de velocidades.
Un fichero llamado b_costh-PDF_t=<tiempo>. dat donde se escribe el &ngulo formado
entre lavorticidad w y el autovector correspondiente al autovalor intermedio del tensor de

esfuerzo asociado al campo magnético.

Pseudoalgoritmo

A continuacién, se detalla el pseudoalgoritmo que se implement6 para generar el paquete
de cddigos:
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1. Enelcadigo principal se define el espacio tridimensional a manera de una caja cubica cuyo
lado es /en cada uno de los tres ejes. La caja esta dividida en n partes equiespaciadas para
cada uno de los tres ejes. También esta definido el vector de onda k, asociado a cadauna
de las divisiones se inicializa utilizando la subrutina initk (que se especifica en la seccion

de cddigo secundario). Este vector de onda también tiene el mismo nimero de divisiones

que el vector de posiciones.

2. En la siguiente seccidn se leen los archivos con las componentes del campo magnético

(Bx, By, Bz) Yy las componentes del campo de velocidad (ux, uy, uz).

3. La subrutina isoinovar calcula los invariantes isométricos Pu, Quy Ru, asociados al

campo de velocidades.

4. Se calcula el tensor de esfuerzo S (strain) asociado al campo de velocidades. Como este
tensor es de tipo simetrico, solo es necesario calcular las componentes triangulares supe-

riores. Este calculo se hace con la subrutina strain.

5. Se calcula el tensor de esfuerzo de autovalores S*, asociado al campo de velocidades y el
coseno del angulo formado entre entre la vorticidad w y los vectores propios
correspondiente alautovalor intermedio del tensor de esfuerzo, asociado al campo de

velocidades. Para ellose utiliza la subrutina strainPDF.

6. Se escribe en los ficheros de salida (output) los valores antes calculados asociados al

campo de velocidades.

7. Los pasos del 3 al 6 se repiten para las cantidades asociadas al campo magnético.

Gréficos y analisis de resultados

Para generar los gréaficos resultados del codigo principal, se utilizo python. Se usaron notebooks
por comodidad porque varios graficos compartian variables. Se crearon dos notebooks, uno para
utilizar la version 3D de nuestro codigo en datos bidimensionales; y el otro para utilizar la version
3D de nuestro codigo en datos propiamente tridimensionales. Acontinuacion, se explica bloque

a bloque qué realiza cada notebook.
Notebook de gréaficos para datos bidimensionales
35



. Se agregaron las librerias necesarias para realizar los graficos y se configur6 el tamafio
de letra y apariencia de los graficos. Las librerias utilizadas son; tenemos la libreria
matplotlib ynumpy. También se defini6 el tamafio predefinido de los graficos.

. Se especifica cual es la ubicacion del directorio de entrada de los datos y cual sera el
directorio en donde se van a generar los graficos que se guardaran en formato pdf. También
se especifica cual es el tiempo en el estado que se desea analizar strtime, el nUmero de
puntos en la grilla en el eje x, Nx, y en el eje y, Ny, y la longitud del espacio fisico Lx y
Ly. Apartir de estos datos se genera una grid lineal equiespaciada tanto para el eje xcomo
para el eje y.

. Con los datos generados con el codigo principal de los invariantes isométricos asociados al
campo magnético a un tiempo t se grafican dos cantidades. Primero se grafica la superficie del
invariante Q en funcion de los ejes x y y. Del mismo modo se grafica la superficie del
invariante R con su respectiva barra de colores.

De igual manera se utilizan los datos de los invariantes isométricos asociados al campo
magnético generados por el codigo principal. A partir de esos datos se grafica la superficie de la
funcion logaritmica de Ry Q. En este caso la superficie viene a ser un histograma tal que
la escala de colores es logaritmica por tal razon, los valores negativos vienen a ser
blancos. Los valores de Ry P estan normalizados en base a S.

. Con los datos generados con el codigo principal de los invariantes isométricos asociados
al campo de velocidades a un tiempo t se grafican dos cantidades. Primero se grafica la
superficie del invariante Q en funcion de losejes x y y. Del mismo modo se grafica

la superficie del invariante R con su respectiva barra de colores.

. Con los datos del esfuerzo estrella utilizando el lenguaje Fortran y del coseno de ¢ se
grafica la evolucion de estas doscantidades. Se grafica dos cantidades, en el primer

grafico se grafica s* vs LogP (s*) y enel segundo cos 9 vs LogP (cos9).

. Se utilizan los datos de los invariantes isométricos asociados al campo de velocidades
generados por el codigo principal. A partir de esos datos se grafica la superficie de la
funcion logaritmica de Ry Q. En este caso la superficie viene a ser un histograma tal que
laescalade colores eslogaritmica, por tal razon, los valores negativos vienen a ser blancos.

Los valores de Ry P estan normalizados en base a S.

. Por ultimo, se grafica un mapa de superficies de tres cantidades. Primero, se grafica el
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tensor de esfuerzo en funcion de x yy con su respectiva barra de colores. Segundo, se grafica
el tensor de esfuerzo correspondiente al autovalor en funcion de x y y. Por Gltimo, se

grafica el coseno del dngulo () en funcion de x y .

Notebook de graficos para datos tridimensionales

1. Se agregan las librerias necesarias para realizar los graficos y se configura el tamafio de
letra y apariencia de los graficos. Entre las librerias utilizadas son: tenemos la libreria
matplotlib ynumpy. También se define el tamafio predefinido de los graficos.

2. Se especifica cual es la ubicacion del directorio de entrada de los datos y cual serd el
directorio en donde se van a generar los graficos que se guardaran en formato pdf. También
se especifica cudl es el tiempo en el estado que se desea analizar strtime, el nUmero de
puntos en la grilla en el eje x, Nx, en el eje y, Ny, yen el eje z, Nz y la longitud del espacio
fisico Lx, Ly y Lz. A partir de estos datos se genera una grid lineal equiespaciada tanto parael
eje x, el eje y yel eje z. Adicionalmente se definen las laminas de corte a la alturadel ejez,
zslice, aaltura del eje x, xslice ya la alura del eje y, yslice.

3. Con los datos generados con el cddigo principal de los invariantes isométricos asociados al
campo magnético a un tiempo t se grafican dos cantidades. Primero, se grafica la superficie
del invariante Q en un corte en el plano tridimensional a la altura dada por zslice; asi
mismo para el plano y y el plano x. Del mismo modo se grafica la superficie del invariante
R con su respectiva barra de color.

4. De igual manera se utilizan los datos de los invariantes isométricos asociados al campo
magnético generados por el codigo principal. A partir de esos datos se grafica la superficie de
la funcion logaritmica de Ry Q. En este caso la superficie viene a ser un histograma tal
que la escala de colores es logaritmica, por tal razon, los valores negativos vienen a ser
blancos. Los valores de R y P estan normalizados en base a S.

5. Con los datos generados con el cddigo principal de los invariantes isométricos asociados
al campo de velocidades a un tiempo t se grafican dos cantidades. Primero se grafica la
superficie del invariante Q en un corte en el plano tridimensional a la altura dada por
zslice. Del mismo modo se grafica la superficie del invariante R con su respectiva barra
de color.

6. Se utilizan los datos de los invariantes isométricos asociados al campo de velocidades
generados por el codigo principal. A partir de esos datos se grafica la superficie de la
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funcion logaritmica de Ry Q. En este caso la superficie viene a ser un histograma tal que
la escala de colores es logaritmica por tal razon los valores negativos vienen a ser blancos.
Los valores de Ry P estdn normalizados en base a S.

. Por ultimo, se grafica un mapa de superficies de tres cantidades. Primero, se grafica el
tensor de esfuerzo S en un corte en el plano z a la altura dada por zs1ice; asi mismo para
el plano y y el plano x, con su respectiva barra de color. Segundo, se grafica el tensor
de esfuerzo correspondiente al autovalor en un corte en el plano tridimensional a la altura
dada por zslice. Y por Gltimo se grafica el coseno del dngulo (9) en un corte en el plano

tridimensional a la altura dada por zslice.
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CAPITULO IV

Resultados y Discusion

4.1. Calculo de invariantes en simulaciones numéricas

Recientemente, Vasconez C. [2] present6 como la mezcla de fases de ondas Alfvén, de
propagacioén paralela a gran escala, es una herramienta eficiente para la produccion de las asi
Ilamadas, ondas cinéticas Alfvén (KAW), en longitudes de onda cercanas a la longitud de inercia
del proton, dp, y con angulos cercanos a 90° entre la direccion de propagacion y el campo
magnético local. Para ello, los autores utilizaron simulaciones magnetohidrodinamicas (MHD),
Hall magnetohidrodinamicas(HMHD) e hibridas Vlasov-Maxwell (HVM). En aquel trabajo, en
el régimen lineal, los papeles de los efectos dispersivos se destacan comparando los resultados
MHD y HMHD. Posterior- mente, las fluctuaciones producidas por la mezcla de fases se
identifican como KAW mediante una comparacion de la polarizacion de las fluctuaciones
magnéticas y la velocidad del grupo de ondas con predicciones lineales analiticas. Ellos
concluyen que las fluctuaciones que tienen el caracter de KAW se generan facilmente utilizando
una configuracion simple, que consiste en un campo magnético de corte 2D en el plano y una
perturbacion fuera del plano que se propaga localmente como una onda de Alfvén. Debido a lo
no linealidad de sus resultados, tomamaos el estado final de [2] cuyo enfoque adopta una taxonomia
de ondas de las fluctuaciones basadas en la teoria lineal de la turbulencia, para analizar las
caracteristicas topoldgicas de las estructuras de campo magnético y de velocidad. En particular,
utilizaremos la simulacion HVM de phase-mixing, que fue realizada considerando ondas Alfvén
con amplitud inicial grande, a = 0, 25 (RUN 4) modelo cinético, cuasi no lineal. En este caso,
se identificd la presencia de KAWSs en las zonas inferiores a los cortes(shear) del campo
magnético. Entonces, debemos esperar que los parametros Py Q (asociados al campo magnético

y de velocidad) sean particularmente estructurados en las regiones de los shears.
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En la figura (4.1) se presentan los parametros P (parte izquierda) y Q (parte derecha), asociadas
al campo de velocidades. En ambos casos, se observa una especie de bipolaridad en las zonas
de los shears, que viajan a la velocidad del frente de ondas. La presencia de estas estructuras,
concentradas en estas dos zonas se podria atribuir a la presencia (y generacion) de escalas

cercanas a dp, producidas por los efectos no lineales de esta simulacion.
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Figura 4.1: Mapas bidimensionales de los parametros P (parte izquierda) asociados al campo de velocidades

Fuente: El investigador

Este comportamiento se repite en el parametro R, relacionado al campo magnético (panel
derecho de la figura (4.2). En este caso, el mapa evidencia un comportamiento claramente
diferente entre las zonas inferior y superior de los shears. Precisamente, el pardmetro Q,
asociado al campo magnético (parte izquierda de la figura (4.2), muestran a sus estructuras
concentradas en la zona superior, donde la velocidad de Alfvén es mayor (con una beta de
plasma, correspondientemente menor). En este Gltimo caso, las polaridades de las estructuras
son longitudinales y estan relacionadas con la velocidad del frente de onda, y no con la

presencia, o generacion, de escalas pequefias.
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Figura 4.2: Mapas bidimensionales de los parametros P (parte izquierda) y Q (partederecha)
asociados al campo magnético
Fuente El investigador

Estos resultados nos reiteran la posibilidad de estudiar la estructura de la turbulencia en
simulaciones no lineales. Mas aun, los resultados sugieren que la PDF de los invariantes (Q
- R) tendrian una forma de lagrima. En la figura (4.3) presentamos el diagrama Q - R, relacionado
al campo de velocidad, donde se identifica una forma de lagrima, y nos muestra que las zonas
donde prevakecela deformacion, @ < 0y R > 0. Estoquiere decrque (S* }{2 > (w? )/4. Mientras
que en las regiones donde Q >0y R < 0 domina la entrofia. Ademas, en esta figura seobserva
que la PDF tiene una forma alargada y ensanchada sobre la region donde el discriminante de la
ecuacion caracteristica del tensor gradiente de velocidad es positivo. Notamos también que la
PDF se orienta hacia el lado derecho. Podemos extender este andlisis al caso de los invariantes
del tensor gradiente asociados al campo magnético. En la figura (4.4) presentamos la PDF de Q
- R, donde se evidencia una forma alargada, como un cigarro, una concentracion esta sobre Q >

0, en relacion directa a la caracteristica longitudinal de Qb, previamente mencionada.

Por otra parte, la figura (4.5) muestra la funcién de densidad de distribucion del &ngulo & entre
la vorticidad y el vector propio del estado de velocidad de deformacion. En esta figura hemos
desglosado esta informacion a través de la graficacion de S* (ecuacion (2.99)), en la parte

superior, y cos(8), en el parte inferior. Ambas partes nos muestran que existe una clara evidencia
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Figura 4.3: PDF del mapa(Q-R), asociado al campo de velocidades 2D.
Fuente El investigador
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Figura 4.4: PDF del mapa (Q-R), asociado al campo magnético 2D.
Fuente El investigador

de alineacion entre la vorticidad y el vector propio del tensor de deformacién. Lo que sugiere
que las estructuras a pequefia escala (concentradas en los shear de campo magnético) son
principalmente tubos de vortices estirados, o comprimidos, lo que es congruente con los
resultados presentados por [2]. Evidenciamos ulteriormente esta congruencia espacial en la
figura (4.6).
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Figura 4.5: Funcion de densidad de distribucion del angulo @ entre la vorticidad y el vector propio del

estadode velocidad de deformacion, através de S* (parte superior) y cos(#) (parte inferior).
Simulacion 2D
Fuente El investigador

Notamos un interesante grado de difusion entre Sy (parte de la izquierda), S* (parte del medio)
y cos(9) (parte de la derecha). En las regiones en las que $*> 1, la disipacion sera baja (como

ocurre en regiones turbulentas pasivas), pero si S* < 1, existiria mayor difusion energética a

escalas pequefias.

Todos los analisis previos nos indican una adecuada implementacion de los algoritmos, a traves
de los codigos numéricos, en simulaciones no lineales bidimensionales de plasmas espaciales.

De este modo, usaremos una simulacion MHD comprimible, que resuelve el sistema

ded) , v, pu®u+p|+l|B|2I—B®B = pvAu; (4.1)
ot 2
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Figura 4.6: Relacion espacial entre Sy (parte izquierdo), S* (parte del medio) y cos(6) (parte derecho).
Simulacién 2D.
Fuente:El investigador

op
__+ V-(pu)=0, (4.2)
ot

donde p y u son la densidad de masa y velocidad del flujo macroscopico, respectivamente, p es
la presion y v es la viscosidad cinematica. La fuerza de Lorenz, j x B, han sido expresada enuna
forma conservativa, usando la divergencia del tensor de tension de Maxwell, Mqg =

|B|2648/2 — B«Bg. En este sistema, la compresibilidad requiere una ecuacion adicional de estado
entre la presion, la densidad de masa y la temperatura. En el acercamiento numérico Lattice
Boltzmann (LB) de esta simulacion, dado que el nimero de Mach, Ma = |u|/cs = 0, es pequefio,

se utiliza una relacién isotérmica p = pc?, con ¢? = 1/3 para este esquema.

En el marco MHD, el anterior sistema se puede acoplar con la ecuacién de Maxwell-Faraday
para el campo magnético. Si reescribimos el sistema en una forma de divergencia, bajo la
condicion V- B = 0,

oB

_ +V:[(u-anj) ® B-B Q (u-anj)] = nVB, (4.3)

ot
donde n es la resistividad magnetica, an = Ln/Lo = 0 es el parametro Hall. Notamos que, aunque,
en este caso, el parametro Hall es nulo, la Gltima ecuacién admite la correccién Hall a laMHD.
Explicitamente, la simulacion 3D que estudiaremos a continuacion resuelve el conocido
problema de vortices de Orzag-Tang [72], en una caja de simulacién cubica de lado L = 2,
discretizados con 384 puntos de grilla por direccion, con condiciones de borde periédicos. Las
condiciones iniciales de los campos macroscopicos son:

u(r, 0) = uo[-2 sin(y), 2 sin(x), 0]; 4.4)
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B(r, 0) = Bo[-2 sin(2y) + sin(z), 2 sin(x) + sin(z), sin(x) + sin(y)]; (4.5)

p(r,0) = po, (4.6)

donde uo = 0, 001 Yy Bo = 0, 8uo en unidades de red (lattice), mientras que po = 1. El parametro
mas importante en esta simulacion es el nimero de Reynolds, Re, el cual determina varios
parametros. Re = uoN /v se calcula con las condiciones iniciales. Finalmente, el nimero
magnético de Prandtl (el cual se aproxima a la relacién entre la viscosidad y la difusion

magnética) se iguala a la unidad, tal que n = v.

La simulacién previamente descrita fue utilizada como referencia para medir la estabilidad del
codigo LB. Por esta razén, no alcanzé un nivel totalmente desarrollado de turbulencia. Es decir,
debemos esperar estructuras coherentes en todo el volumen tridimensional. En la figura (4.7)
presentamos varios cortes, en las direcciones z (fila superior), y (fila intermedia) y x (fila
inferior), de los invariantes Qu (columna izquierda) y Ru (columna derecha), relacionados con el
campo de velocidades. A diferencia de la simulacién 2D, las estructuras coherentes principales
se evidencian en el mapa Ru, mientras que el invariante Qutiene un comportamientoespacial
homogéneo de baja intensidad. Complementariamente, la figura (4.8) muestra que, a través de
este mismo par de invariantes, la emision energética se lleva a cabo sobre los cuatro sectores,
con mayor incidencia en el tercer y cuarto sector, mientras que en el primero y segundosector se

“encapsula” en un punto medio, sin alejarse de la linea de discriminante.

Por otra parte, los invariantes del campo magnético son presentados en la figura (4.9). La fila
superior de esta figura muestra un corte en z = 1, la fila intermedia un corte en y =1, y la fila
inferior un corte en x = 1 de Qv (columna izquierda) y Rv (columna derecha). Como se observa
el invariante Qv, es homogeéneo y positivo en la mayor parte del volumen, mientras que el
invariante R, muestra de energia por rotacion mayor en todos sus cortes. Asimismo, se debe
resaltar el estado alejado de turbulencia en el que se encuentra esta simulacion. Sin embargo,
debemos mencionar que los cddigos desarrollados previamente funcionan bastante bien para
calcular los invariantes tridimensionales, incluso en estas condiciones fisicas. En cuanto a los
invariantes Qv Yy Rb, mostramos la PDF respectiva en la figura (4.10), donde se aprecia que la

difusion se distribuye hacia el primer y segundo sector, aumentando la traslacion y la rotacion
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hacia la parte superior de los sectores.

La figura (4.11) muestra la funcién de densidad de distribucién del angulo & entre la vorticidad
yel vector propio del estado de velocidad de deformacion, a través de S (parte superior) y cos(9)
(parte inferior), la cual muestra alineacion de la vorticidad con el vector propio del tensor de
deformacion, con skewness positiva (hacia el lado derecho) lo que corrobora la presencia de
estructuras de vortices coherentes que, aunque han sufrido deformaciones (estirados o

comprimidos), atn no han llegado a una estado no lineal y ain menos turbulento.

Finalmente, complementamos nuestro analisis con lafigura (4.12), donde se muestraunarelacién
entre las funciones de probabilidad de distribucion entre el tensor de deformacion Sij, el tensor
de tasa de deformacion S y el angulo 0, calculados para la presente simulacion. Se observa el
reducido grado de difusion que existe entre estas cantidades, que lo atribuimos al estado

temprano de esta simulacion 3D.
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CAPITULO V

Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

Se realiz6 una recopilacion y revision bibliografica del comportamiento de plasmas turbulentos,
lo que me permitié tener un adecuado conocimiento del tema y sobre trabajos que han sido
desarrollados sobre esta tematica, que, aunque no es muy difundida es de mucho interés de
estudio, con lo cual se puede contar con bases apropiadas para continuar con el desarrollo de la

tematica planteada para este trabajo de investigacion.

Se construyé una simulacion numérica tridimensional de plasmas turbulentos. Los c6digos
numéricos fueron escritos y extendidos en lenguaje Fortran, mientras que su graficacion se la
llevé a cabo a través de Python y GNU-GDL Data Languaje (softwarelibre). Con la simulacion
construida se realizdé una comparacion entre los valores de los invariantes del tensor gradiente
de velocidad y los invariantes del tensor gradiente de campo magnético, asi como también el

calculo de sus estadisticas conjuntas.

Los andlisis y pruebas se llevaron a cabo en dos grupos de simulaciones cuasi no lineales. Para
las pruebas bidimensionales, se usé RUN 4 de Vasconez C. [2], mientras que, para los resultados
tridimensionales, usamos una simulacion 3D de referencia. El analisis de las propiedades
estadisticas de estas simulaciones de plasmas espaciales se llevo a cabo con la ayuda de los
campos magnéticos de velocidad y de densidad de corriente en simulaciones de tipo HVM y
LB.

Es necesario destacar que, una comparacion directa entre la figura 4.5 y la figura 4.11 nos
muestra que los shear de campo magnético presentes en la simulacion bidimensional, contiene
estructuras mas cercanas a la turbulencia que aquellas presentes en todo el volumen
tridimensional. Concluimos, ademas, que mediante la comparacion y el andlisis de las

propiedades estadisticas de los invariantes, tanto del campo magnético como de la velocidad,
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los resultados evidenciaron que a una escala cercana a la longitud de inercia del protén se
asemejan a las de un régimen de disipacion y produccién de disipacion de un fluido turbulento,
por lo que podemos afirmar que el modelo construido si permitio realizar el estudio de los
invariantes geométricos de los tensores de gradiente de campo magnético y gradiente de

velocidad en plasmas turbulentos.

5.2. Recomendaciones

Debido al estado actual del paquete de cédigos numéricos que implementan los algoritmos de
la Seccién 3.5, tenemos confianza en recomendar su aplicacion en simulaciones numeéricas
tridimensionales de plasmas en estado desarrollado de turbulencia, donde se necesite un estudio

detallado de los invariantes geométricos.

Se recomienda realizar en otros lenguajes computacionales simulaciones numéricas
tridimensionales de campo magnético, velocidad y densidad de corriente en un determinado
intervalo de tiempo, en presencia de alta turbulencia, que permitan describir los invariantes
geométricos, para que a través de los resultados que arrojen esas nuevas simulaciones se compare
con los obtenidos en el presente trabajo e incluso se logre comparar los costos computacionales

que representan estas simulaciones.
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